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Questão 1 – Potenciais independentes do tempo: Poço infinito

Uma partícula de massa m está confinada em um poço infinito unidimensional de

largura L e potencial dado por

V (x) =

0, para 0 < x < L;

∞, para x ≤ 0 e x ≥ L, .

(a) (20%) Mostre que para esse poço infinito as energias possíveis e suas autofunções

correspondentes são dadas por

E =
n2π2~2

2mL2
e ϕn(x) =

√
2

L
sen
(nπx
L

)
,

com n = 1, 2, 3, . . . , respectivamente.

Considere agora que a função de onda ψ(x) da partícula foi preparada de tal maneira

que pode ser aproximada à forma triangular ilustrada na figura abaixo.

(b) (15%) Observando a ilustração acima, encontre a expressão matemática da função

de onda normalizada ψ(x) para todas as regiões ilustradas na figura.

(c) (40%) Escreva ψ(x) na base de autofunções {ϕn(x)}n=1,2,3,... e mostre que os coefici-

entes dessa expansão podem ser escritos na forma

Cn =
4
√
6

(nπ)2
sen
(nπ

2

)
.

(d) (25%) Utilizando o item (c), mostre que o valor esperado de energia de ψ(x) é dado

por 〈E〉 = 6~2/(mL2). Utilize a identidade∑
n=1,3,5,...

1

n2
=
π2

8
.
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Questão 2 - Aplicações da equação de Schrödinger dependente do

tempo

Um átomo de prata entra em uma região onde está aplicado um campo magnético

uniforme ~B na direção vertical z. Sabendo que o hamiltoniano do sistema pode ser

escrito na forma Ĥ = −γ ~̂S. ~B, onde γ é o fator giromagnético do elétron e ~S é o momento

angular de spin do elétron, responda as questões abaixo.

(a) (10%) Escreva a representação matricial do hamiltoniano na base de autovetores de

Ŝz.

(b) (20%) Considerando que inicialmente o sistema se encontra no estado |ψ(t = 0)〉 =

c+|z+〉+ c−|z−〉, onde Ŝz|z+〉 = ~/2|z+〉 e Ŝz|z−〉 = −~/2|z−〉, calcule |ψ(t)〉.

(c) (30%) Assuma agora que |ψ(t = 0)〉 = |x+〉, onde Ŝx|x+〉 = ~/2|x+〉. Obtenha a

probabilidade de, em uma medição de Ŝx em um instante t > 0, que a partícula seja

encontrada em seu estado inicial, |x+〉.

(d) (10%) A chamada “oscilação de Rabi” corresponde à variação periódica da probabili-

dade de encontrar o momento magnético em uma dada direção que seja perpendicular

àquela do campo aplicado. Qual o período correspondente da oscilação de Rabi para

esse átomo de prata?

(e) (30%) Para a condição inicial estabelecida no item (c), calcule 〈 ~̂S〉(t), ou seja, o valor

esperado de ~̂S = (Ŝx, Ŝy, Ŝz), para um instante t > 0.

Dados: σx =

0 1

1 0

 , σy =

0 −i

i 0

 , σz =

1 0

0 −1


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Questão 3 – Momento angular

Um sistema é preparado em um estado φ11, que é autofunção dos operadores L̂2 e L̂z

com l = 1 e m = 1, respectivamente.

(a) (20%) Calcule os valores esperados para uma medida dos operadores L̂x e L̂2
x nesse

estado.

(b) (10%) Quais os valores possíveis de serem obtidos para uma medida do operador L̂x

feita para esse estado?

(c) (40%) Expresse as autofunções de L̂x como combinações lineares de φ11, φ10 e φ1−1,

autofunções de L̂z. Dica: L̂x = 1
2
(L̂+ + L̂−).

Considere um feixe de partículas com l = 1 direcionado ao longo do eixo y. Esse

feixe passa então por um dispositivo tipo Stern-Gerlach, P1, que tem seu eixo magnético

orientado ao longo do eixo x. Em seguida, o feixe que emerge de P1 com m = 0 é separado

dos demais e feito incidir sobre um segundo dispositivo Stern-Gerlach, P2, cujo campo

magnético é direcionado ao longo do eixo z.

(d) (20%) Quais os valores possíveis de serem obtidos em uma medida de L̂z para cada

um dos feixes que emergem de P2? Justifique sua resposta.

(e) (10%) Para esse feixe, que fração de partículas corresponde a cada um desses valores?

Dados:

L̂x =
1

2
(L̂+ + L̂−),

L̂±φlm = ~
√
l(l + 1)−m(m± 1)φlm±1,

L̂2φlm = ~2l(l + 1)φlm,

L̂zφlm = m~φlm
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Questão 4 – Teoria de perturbação

Considere um oscilador harmônico unidimensional de massa m e frequência natural ω0

com hamiltoniano

Ĥ0 =
P̂ 2

2m
+
mω2

0X̂
2

2

submetido a uma perturbação dada pela interação

V̂ = λX̂f(t),

onde λ é uma constante muito pequena e f(t) é uma função a ser definida nos itens abaixo.

(a) (40%) Assumindo que f(t) = 1 em todos os instantes de tempo, calcule as correções

de energia de primeira e segunda ordem do estado fundamental.

Considere para os dois itens abaixo que f(t) depende do tempo e que o sistema

se encontra inicialmente (t = 0) no estado fundamental do oscilador não perturbado

(|ψ(0)〉 = |0〉).

(b) (40%) Calcule a solução da equação de Schrödinger para t > 0 em primeira or-

dem de perturbação. Escreva sua resposta em termos de uma integral do tipo∫ t

0
dt′ f(t′) eiωt

′ .

(c) (20%) Assuma que a densidade espectral ρ̃(ω) de f(t) seja dada por

ρ̃(ω) = lim
t→+∞

1

2πt

∣∣∣∣∫ t

0

f(t′)eiwt′dt′
∣∣∣∣2 = ρ(ω) + ρ(−w),

com ρ(ω) definido pela função gaussiana

ρ(ω) =

√
1

πω2
0

e−(ω−ω0)2/ω2
0 ,

onde ω0 é a frequência de oscilação do oscilador não perturbado. Utilizando o re-

sultado do item (b), calcule as possíveis taxas de transição em primeira ordem de

perturbação (dP (1)
0→n/dt) no limite t→∞.

Dados: X̂ =
√

~
2mω0

(â† + â) e P̂ = i
√

~mω0

2
(â† − â) .


